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BPSK 

Project_石政修_E24109024 

 

Part 1.  Derivation of the theoretical bit-error rate 

 

一、 BPSK equivalent discrete time model 推導 

Derive the equivalent discrete-time system model from the continuous-time 

model. 

 

傳送端訊號 

x(t) = Acos(ωct + ϕ), ϕ = {
0 if 1 is transmitted
 π if 0 is transmitted

 

= Adcos(ωct), d = {
1 if 1 is transmitted

−1 if 0 is transmitted
 

其中 0 < t < T, A = √
2Eb

T
 且 T是 bit interval。 

 

接收端訊號 

r(t) = x(t − τ0) + n(t) 

其中 τ0是 delay，n(t)是 AWGN。 

 

解調 

乘上同頻率的餘弦訊號再通過 LPF。 

即把ωc的訊號降到基頻，同時產生高頻分量，因此透過積分器(LPF)濾掉。 
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z = ∫ r(t)[2 cos(ωct + θ)]dt
τ0+T

τ0

 

= ∫ 2[x(t − τ0) + n(t)]cos(ωct + θ)dt
τ0+T

τ0

 

= ∫ 2x(t − τ0)cos(ωct + θ)dt
τ0+T

τ0

 

        + ∫ 2n(t)cos(ωct + θ)dt
τ0+T

τ0

 

定義 z =  s + w。 

 

1. 訊號 S部分 

s = ∫ 2x(t − τ0)cos(ωct + θ)dt
τ0+T

τ0

 

= ∫ 2Adcos(ωct − ωcτ0)cos(ωct + θ)dt
τ0+T

τ0

 

= Ad ∫ [cos(2ωct − ωcτ0 + θ) + cos(ωcτ0 + θ)]dt
τ0+T

τ0

 

= [
Adsin(2ωct − ωcτ0 + θ)

2ωc
]

τ0

τ0+T

+  AdTcos(ωcτ0 + θ) 

= AdTcos(ωcτ0 + θ) 

= √2EbTdcos(ωcτ0 + θ) 

假設相位同步 θ = −ωcτ0 則 s = d√2EbT − − − − − −(a) 

 

2. 雜訊 w部分 

w = ∫ 2n(t)cos(ωct + θ)dt
τ0+T

τ0

 

由於 n(t)是 Gaussian random process，所以經過線性轉換後的 w仍然

是 Gaussian random process。 

∵ E[n(t)] = 0 and Rn(τ) = E[n(t)n(t − τ)] =
N0

2
δ(τ) 
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∴  E[w] =  ∫ 2E[n(t)]cos(ωct + θ)dt
τ0+T

τ0

= 0 

 

Var[w] = E[w2] 

= E [∫ 2n(t1)cos(ωct1 + θ)dt1

τ0+T

τ0

∫ 2n(t2)cos(ωct2 + θ)dt2

τ0+T

τ0

] 

= 4E [∫ ∫ n(t1)n(t2)cos(ωct1 + θ)cos(ωct2 + θ)dt1dt2

τ0+T

τ0

τ0+T

τ0

] 

= 4 ∫ ∫ E[n(t1)n(t2)]cos(ωct1 + θ)cos(ωct2 + θ)dt1dt2

τ0+T

τ0

τ0+T

τ0

 

= 2N0 ∫ ∫ δ(t1 − t2)cos(ωct1 + θ)cos(ωct2 + θ)dt1dt2

τ0+T

τ0

τ0+T

τ0

 

= 2N0 ∫ cos2(ωct + θ)dt
τ0+T

τ0

 

= N0 ∫ (1 + cos(2ωct + 2θ))dt
τ0+T

τ0

 

= N0T 

故 w~N(0, N0T) − − − − − −(b) 

 

3. 小結 

結合(a)、(b)式可證明 

z = ∫ r(t)[2cos(ωct + θ)]dt
τ0+T

τ0

= s + w 

z =  d√2EbT + w, where w~N(0, N0T) 

 

二、 w的機率密度函數(pdf) 

從(b)知 w~N(0, N0T)，是一個 Gaussian random process，若將時間固

定，則可視為 Gaussian random variable，因此機率密度函數 pdf為 

fW(w) =  
1

√2πN0T
e

−w2

2N0T 
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三、 Z的訊雜比(SNR) 

解調後的訊號 z=s+w，因此 SNRZ =
E[s2]

E[w2]
。 

1. 計算 E[s2] 

E[s2] = E [(d√2EbT)
2

] 

= E[2EbTd2] 

= 2EbT E[d2] 

= 2EbT (12
1

2
+ (−1)2

1

2
) 

= 2EbT 

 

2. 計算 E[w2] 

E[w2] = Var[w] = N0T 

 

3. 計算 z的 SNR 

SNRZ =
E[s2]

E[w2]
=

2EbT

N0T
=

2Eb

N0
 

故 SNRZ =
2Eb

N0
 

 

四、 BER的理論推導 

1. Optimal detector 

若假設 P(d = +1) = P(d = −1) =
1

2
，則 decision rule中，MAP rule等

價於 ML rule。又因為通道是 AWGN，因此 ML rule等價於 MD rule，採

用計算最簡單的 MD rule即可。 

 

當 d = +1時，s1 = √2EbT。 

當 d = −1時，s2 = −√2EbT。 
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MD rule:   d̂ = arg min
d

((z − sd)2) 

(z − s1)2 < (z − s2)2 

(z − √2EbT)
2

< (z + √2EbT)
2

 

0 < (z + √2EbT)
2

− (z − √2EbT)
2

 

0 < (2z)(2√2EbT) 

z > 0 

因此若z > 0則d̂ = +1，反之d̂ = −1。 

故 optimal decision是 z=0。 

 

2. 計算 BER 

當 d = +1時，z~N(√2EbT, N0T)，因此 

f(z|d = +1) =  
1

√2πN0T
exp (−

(z − √2EbT)2

2N0T
) 

當 d = −1時，z~N(−√2EbT, N0T)，因此 

f(z|d = −1) =  
1

√2πN0T
exp (−

(z + √2EbT)2

2N0T
) 

 

與前面一樣假設 P(d = +1) = P(d = −1) =
1

2
。則有 

BER = P(error) 

=  
1

2
P( error ∣ d = +1 ) +   

1

2
P( error ∣ d = −1 ) 

=  
1

2
P( z < 0 ∣ d = +1 ) +  

1

2
P( z > 0 ∣ d = −1 ) 

=
1

2
∫ f(z|d = +1)

0

−∞

dz +
1

2
∫ f(z|d = −1)

∞

0

dz 
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由於高斯函數的對稱性，可改寫為 

BER = ∫ f(z|d = −1)
∞

0

dz 

= ∫
1

√2πN0T
exp (−

(z + √2EbT)
2

2N0T
)

∞

0

dz 

= ∫
1

√2π
exp (−

t2

2
)

∞

√
2Eb
N0

dt 

= Q (√
2Eb

N0
) 

 

因此 BER = Q (√
2Eb

N0
) = Q(√SNRZ)。 

 

Part 2.  BER Simulations Using Matlab 

 

模擬 1:  Theoretical vs simulated BER 
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結論 1 

在模擬中，我採用了 10^7個訊號模擬點，可看到在 SNR=14dB

時，模擬曲線比理論曲線略低，代表這次模擬的錯誤 bits數比預期的

錯誤 bits數還少。數值上，我們可以算出 

BERtheor = Q(√SNR) = Q (√10
SNRdB

10 ) = Q (√10
14
10) ≈ 2.87 × 10−7 

Theoretical error bits = bits × BERtheor = 107 × 2.87 × 10−7 = 2.87  

Simulated errir bits = bits × BERsim = 107 × 10−7 = 1 

 

也就是說，雖然預期會出現 2.87個錯誤 bits，但模擬結果只有出

現 1個錯誤 bits，這是因為隨機性的關係。如果想讓模擬更接近理

論，可以採用更多的訊號模擬點，代價是要犧牲一些運算時間。 

 

模擬 2:  Simulated 𝐟𝐳(𝐳) vs theoretical condition pdf at SNR=3dB and 10dB 
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結論 2 

可以看到在 3dB時，d = +1和 d = −1 的 pdf重疊部分比 10dB

時還多上不少，代表較容易發生錯誤的情況，因此 3dB的 BER較大。

由此可知，SNR越高，BER就會越低，與模擬 1的結果一致。 

另外，可以注意到上圖中的理論條件 pdf有分別乘上係數 0.5，實

際上就是乘以事前機率(Priori probability)，方便我們與模擬的 pdf比

較。數學上，表達如下： 

Theoretical fz(𝑧) = 𝑃(𝑑 = +1)𝑓(𝑧|𝑑 = +1) + 𝑃(𝑑 = −1)𝑓(𝑧|𝑑 = −1) 

=  0.5 × 𝑓(𝑧|𝑑 = +1) + 0.5 × 𝑓(𝑧|𝑑 = −1) 

Simulated fz(z) =
Histogram of z 

bits × bin width
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附錄: MATLAB程式碼 

採用 Part1推導的離散等效模型。 

 

1. 定義參數 

 

 

2. 進入 for迴圈，以遍歷所有的 SNR_dB。同時給定 rng(.)，因此在不同的

SNR_dB時接受到的訊號是一樣的，而雜訊則是只有係數不一樣(同樣的

高斯雜訊)，也就是控制實驗變因。 

 

 

3. BPSK離散時間等效模型 
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4. 計算理論和模擬 BER 

 

 

5. 作圖 

 


